Taitopuntari 1

Vertaa omaa ratkaisuasi malliratkaisuun ja anna itsellesi pisteet.
Testistd voi saada enintddn 12 pistettd.

Jos saat vihintddn 8 pistettd, olet oppinut tdstd luvusta perustaidot.
Huomaa, ettd tamd testi ei kerro, onko osaamisesi kiitettdvdd tasoa.

a) Muodostetaan ja sievennetiiin polynomien 2x3 —4x? ja 6—2x3
summa.

(2x3 —4x?) + (6 — 2x3) Ip
=2x3 —4x? +6—2x3 Ip
=—4x2 +6 2p

b) Muodostetaan ja sievennetiéin polynomien 2x3 —4x% ja 6—2x> .

(2x3 —4x%) — (6 —2x3) Ip
=2x3 —4x? — 6+ 2x3 Ip
=4x3 —4x> -6 2p

¢) Muodostetaan ja sievennetiiin polynomien 2x3 —4x? ja 6—2x3
tulo.

(2x3 —4x%)- (6 —2x3) Ip
=2x3 6+ 2x3 - (—2x3) + (—4x%) - 6+ (—4x?) - (=2x°) Ip
=12x3 — 4x0 —24x% +8x°

= —4x0 +8x5 +12x3 — 24x2 2p
Vastaus

a) (2x3 —4x?)+(6—2x3) = —4x*+6

b) (2x3 —4x%)—(6—2x3)=4x> —4x%> -6

0 (2x3 —4x?)- (6 —2x7) = —4x® +8x° +12x3 —24x2



Taitopuntari 2

Vertaa omaa ratkaisuasi malliratkaisuun ja anna itsellesi pisteet.
Testistd voi saada enintddn 12 pistettd.

Jos saat vihintddn 8 pistettd, olet oppinut tdstd luvusta perustaidot.
Huomaa, ettd tamd testi ei kerro, onko osaamisesi kiitettdvdd tasoa.

a)
x? —10 = —3x ‘+3 Ip
x24+3x—10=0
| 3432 —4.1.(-10) ,
- 2.1 P
_ —34++/49
x= —2ENJ
2
_ =347
x=— Ip
_ =347 _4_ .. =3-7_—-10 _
x—z——Ztalx—z—z—SZp
b)
2x2 =3x=0
x(2x—-3)=0 2p
x=0 tai 2x—3=0 ‘+3 2p
2x=3 |2
_3
x=: 2p
Vastaus

a)x=-5 tai x=2

_ . _ 3
b) x=0 talx—2



Taitopuntari 3

Vertaa omaa ratkaisuasi malliratkaisuun ja anna itsellesi pisteet.
Testistd voi saada enintddn 12 pistettd.

Jos saat vihintddn 8 pistettd, olet oppinut tdstd luvusta perustaidot.
Huomaa, ettd timd testi ei kerro, onko osaamisesi kiitettdvdd tasoa.

a) Piirretddn funktion f(x)=2x> —9x kuvaaja

geometriaohjelmalla.
p
Piirretddn kuvaajalle pisteet kohtiin x =-2 ja x =3.
Piirretddn pisteiden kautta kulkeva sekantti ja 2
médritetdén sen kulmakerroin. p
\y 2
30 p
20
-4 8 1 3 4
Sekantin kulmakerroin on k=5, joten funktion f
arvojen keskiméédrdinen muutosnopeus vililld -2 <x <3
on 5.
1
p
b) Piirretddn funktion  kuvaaja geometriaohjelmalla.
Piirretddn kuvaajalle piste kohtaan x = 2.
2p

Piirretddn pisteeseen tangentti ja mééritetdén sen



kulmakerroin. 2p
30
20
10
k. =15
4 3 -2 1 0 1 3 4 X>
-10 @, -2)
flo)| =22 -9z
Tangentin kulmakerroin on k= 15, joten funktion f
arvojen hetkellinen muutosnopeus kohdassa 2 on 15.
2p

Vastaus
a)5s
b) 15



Taitopuntari 4

Vertaa omaa ratkaisuasi malliratkaisuun ja anna itsellesi pisteet.
Testistd voi saada enintddn 12 pistettd.

Jos saat vihintddn 8 pistettd, olet oppinut tdstd luvusta perustaidot.
Huomaa, ettd timd testi ei kerro, onko osaamisesi kiitettdvdd tasoa.

Funktion derivaatta kohdassa a on funktion
kuvaajalle kohtaan a piirretyn tangentin
kulmakerroin.

Piirretdéin funktion f(x) = —2x3 +6x kuvaaja.

3p

Piirretddn kuvaajalle pisteet kohtiin x=0, x=1 ja x

Piirretdén kuvaajalle tangentit edelld piirrettyihin

kuvaajan pisteisiin. 3p

Madéritetddn tangenttien kulmakertoimet.

a)

y
kg =
-0.5 ©,0) 0B 1 1.5 2 2|5 3 3.5
flz) = 226z

Ip

Kohtaan x =0 piirretyn tangentin kulmakerroin
on k, =6 joten funktion f derivaatta kohdassa x

=0 on f'(0)=6.



b)

(1, 4) k;=0

-0.5 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5

flz) = 2262

Kohtaan x =1 piirretyn tangentin kulmakerroin
on k; =0, joten funktion f derivaatta kohdassa

x=1on f/1)=0.

¢)

-0.5 0.5 1

fz) = =22k 62
-10

-15

-20

Kohtaan x =2 piirretyn tangentin kulmakerroin
on k, =—18, joten funktion f derivaatta

kohdassa x=2 on f'(2)=—18.

Vastaus
a) f'(0)=6
b) f'(1)=0

¢) f/(2)=-18



Taitopuntari 5

Vertaa omaa ratkaisuasi malliratkaisuun ja anna itsellesi pisteet.
Testistd voi saada enintddn 12 pistettd.

Jos saat vihintddn 8 pistettd, olet oppinut tdstd luvusta perustaidot.
Huomaa, ettd timd testi ei kerro, onko osaamisesi kiitettdvdd tasoa.

a) Médritetdén funktion f derivaattafunktio.

f(x)=4x> —7x+993
fl(x)=4-2x-7-1+0

—8x—7 3p
Lasketaan derivaattafunktion arvo kohdassa
x=-1.
3
=) =8-(=1)=7 = —15 P
b) Maéiritetddn funktion g derivaattafunktio.
g(x)=(x—3)(x+3)
=x24+3x—3x-9
= Xz — 9 2p
g (x)=2x-0
=2x
2p
Lasketaan derivaattafunktion arvo kohdassa
x=-1.
g =2-(-h=-2 2P
Vastaus

a) f/(x)=8x—7, fl(-)=-15
b) g'(x)=2x, g'(-D=-2



Taitopuntari 6

Vertaa omaa ratkaisuasi malliratkaisuun ja anna itsellesi pisteet.
Testistd voi saada enintddn 12 pistettd.

Jos saat vihintddn 8 pistettd, olet oppinut tdstd luvusta perustaidot.
Huomaa, ettd timd testi ei kerro, onko osaamisesi kiitettdvdd tasoa.

a) Funktion f(x)= —0,5x% +3x —4 kuvaaja on paraabeli. Koska
kerroin —0,5 on negatiivinen luku, paraabeli aukeaa alaspédin. 2p

b) Paraabelin huipun x-koordinaatti 16ydetdan ratkaisemalla
derivaattafunktion nollakohta.

Madritetadn derivaattafunktio.

f'(x)=-0,5-2x+3-0 2p
=—x+3 Ip

Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohta.

—x+3=0 ‘—3 Ip
—x=-3 \-(—1)
x=3 Ip

Paraabelin huipun x-koordinaatti on x = 3.

Lasketaan huipun y-koordinaatti.

y=f(3)=-0,5-3>+3.3—-4 Ip
=0,5 Ip

Paraabelin huippu on pisteessd (3; 0,5). Ip



¢) Funktion suurin arvo on 0,5.

Funktiolla ei ole pieninté arvoa.

Vastaus

a) alaspdin

b) (3;0,5)

¢) suurin arvo 0,5; pienintd arvoa ei ole



Taitopuntari 7

Vertaa omaa ratkaisuasi malliratkaisuun ja anna itsellesi pisteet.
Testistd voi saada enintddn 12 pistettd.

Jos saat vihintddn 8 pistettd, olet oppinut tdstd luvusta perustaidot.
Huomaa, ettd timd testi ei kerro, onko osaamisesi kiitettdvdd tasoa.

a) Sivujen pituuksien summa on 90,0 m.
2x+y =90,0 Ip

y=290,0—-2x Ip

b) Aitauksen pinta-alan ilmaisee funktio

A(x) = xy
= x(90,0 — 2x) 2p
= —2x? +90,0x. Ip

¢) Sivujen pituuksien on oltava epanegatiivisia. Pdételldan tdiméan
perusteella funktion 4 maédrittelyehto.

x>0 Ip
y>0

90,0—2x>0 Ratkaistaan CAS-laskimella.
x <45,0 Ip

Madrittelyehto on 0 < x < 45,0. Ip



d) Madritelldin CAS-laskimeen funktio A(x) = —2x% +90,0x. 1Ip

Madritetddn laskimen Max-komennolla kohta,
jossa funktion 4 arvo on suurin. Ip

Laskin antaa kohdaksi x = 22,5. Ip

Lasketaan sivun y pituus.

y=90,0—2x
=90,0—2-22,5
=45,0 Ip

Aitauksen pinta-ala on suurin, kun x =22,5m ja y=45,0 m.

Vastaus

a) y=90,0—-2x

b) A(x) = —2x% 4 90,0x

¢) 0<x<450

d) x=22,5m ja y=450m



Taitopuntari 8

Vertaa omaa ratkaisuasi malliratkaisuun ja anna itsellesi pisteet.
Testistd voi saada enintddn 12 pistettd.

Jos saat vihintddn 8 pistettd, olet oppinut tdstd luvusta perustaidot.
Huomaa, ettd timd testi ei kerro, onko osaamisesi kiitettdvdd tasoa.

a) Munkkirinkilén hinta on 1,804 0,10x euroa. Ip
Viikkomyynnin miérd on 600 — 20x munkkirinkilaa. Ip

b) Viikkomyynnin arvon ilmaisee funktio

£ (x) = (1,80 + 0,10x)(600 — 20x) 1p
= —2x? + 24x +1080. Ip

¢) Hinnan ja viikkomyynnin on oltava epénegatiivisia. Paétellddn tdmén
perusteella funktion f méérittelyehto.

1,80 +0,10x >0 Ratkaistaan CAS-laskimella. 1p
x> —18
600 —20x >0 Ip
x <30

Madrittelyehto on — 18 < x < 30. Ip



d) Miiritelldin CAS-laskimeen funktio f(x) = —2x% 4 24x +1080.
Ip

Madritetddn laskimen Max-komennolla valiltd —18 < x <30 kohta,
jossa funktion f arvo on suurin.

Funktio f saa suurimman arvonsa kohdassa x = 6. Ip

Funktion f suurin arvoon f(6)=1152. Ip

Lasketaan munkkirinkildn hinta.

1,804 0,10-x =1,80+0,10-6 = 2,40 (€) Ip
Viikkomyynnin arvo on 1152 €. Ip
Vastaus

a) 1,80+ 0,10x euroa, 600 —20x munkkirinkilda
b) f(x)=—2x? + 24x +1080

¢) —18<x<30

d) hinta 2,40 €, vitkkomyynnin arvo 1152 €



Taitopuntari 9

Vertaa omaa ratkaisuasi malliratkaisuun ja anna itsellesi pisteet.
Testistd voi saada enintddn 12 pistettd.

Jos saat vihintddn 8 pistettd, olet oppinut tdstd luvusta perustaidot.
Huomaa, ettd tamd testi ei kerro, onko osaamisesi kiitettdvdd tasoa.

a) 5x+7>3x—5-3x Ip
2x+7>-5 |7 Ip
2x>—12 |2 Ip
x>—6 Ip

b) Tulee selvittdd, millda muuttujan x arvoilla funktion
f(x) = x? —3x—10 arvo on negatiivinen. Tutkitaan funktion f
merkkid.

Polynomifunktio voi vaihtaa merkkiddn vain nollakohdissa. Ratkaistaan
funktion f nollakohdat.

x2—3x—-10=0
e —(—3)ﬂ:\/(—3)2 —4-1-(-10)

2-1

_ 3++49

2
_3£7

2
_ 347 _10 g i 3=7_—4_
x—2_2—5ta1x—2—2_2 2p
Tapa 1:

Nollakohdat jakavat lukusuoran kolmeen osaan. Lasketaan kultakin
osavililtd yksi funktion f arvo.

-3 0 6 X
-2 5



f(=3)=(-3)>-3:(-3)-10=8 >0 +
f(0)=02-3.0-10=-10<0 -

f(6)=6>—-3-6-10=8>0 - 2p

Laaditaan funktion f merkkikaavio.

f(x)=x%—-3x—10 +

N G—
|
1 G—
+
\

2p
Funktion f(x)= x> —3x—10 arvo on negatiivinen, kun —2 < x <5

. Epdyhtils x> —3x—10< 0 toteutuu,kun —2<x<5. 2p

Tapa 2:
Hahmotellaan funktion f(x) = x> —3x —10 kuvaaja. Kuvaaja on
ylospdin aukeava paraabeli, jonka nollakohdat ovat —2 ja 5. 2p

\_ /[
\_/ 2p

Funktion arvo on negatiivinen nollakohtien —2 ja 5 vilissa eli kun
—2 < x <5.Epiyhtils x> —3x—10<0 toteutuy,kun —2 < x <5.
2p

Vastaus
a)x>-6
b) -2<x<5



Taitopuntari 10

Vertaa omaa ratkaisuasi malliratkaisuun ja anna itsellesi pisteet.
Testistd voi saada enintddn 12 pistettd.

Jos saat vihintddn 8 pistettd, olet oppinut tdstd luvusta perustaidot.
Huomaa, ettd tdmd testi ei kerro, onko osaamisesi kiitettivdd tasoa.

a) f'(x)=6-5x* :évg)fi
3p 3p

b) Miiritetdéin funktion f(x)= 8x> —15x? derivaattafunktio.

f'(x)=8-3x% —15-2x
= 24x% —30x 3p

Lasketaan derivaattafunktion arvo kohdassa 1.
() =24-12 -30-1 Ip

=—6 2p

Vastaus
a) f'(x)=30x*
b) f'(1)=—6



Taitopuntari 11

Vertaa omaa ratkaisuasi malliratkaisuun ja anna itsellesi pisteet.
Testistd voi saada enintddn 12 pistettd.

Jos saat vihintddn 8 pistettd, olet oppinut tdstd luvusta perustaidot.
Huomaa, ettd tdmd testi ei kerro, onko osaamisesi kiitettivdd tasoa.
Taitopuntari 12

Vertaa omaa ratkaisuasi malliratkaisuun ja anna itsellesi pisteet.
Testistd voi saada enintddn 12 pistettd.

Jos saat vihintddn 8 pistettd, olet oppinut tdstd luvusta perustaidot.
Huomaa, ettd tamd testi ei kerro, onko osaamisesi kiitettdvdd tasoa.

a) Funktion kulku paitellddn derivaattafunktion merkeistd. Méadritetddn
derivaattafunktio.

f(x)=x3+3x2 —24x+5 Derivoidaan CAS-laskimella.
f(x) =3x% + 6x — 24 2p

Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat.

3x2 +6x—24=0 Ratkaistaan CAS-laskimella.  1p
x=—4 tai x=2 lp
Laaditaan funktion f kulkukaavio. Derivaattafunktion f’ merkki voi
vaihtua vain nollakohdissa —4 ja 2. Piétellddn derivaattafunktion
merkit testaamalla.

f(x)=3x>+6x—24

fl(=5=21>0 +

fl(0)y=-24<0 —
f'(5)=81>0 - 2p



—4 2

@ + | - | +
f) ~ | ~ |/
max min
Funktio f on kasvava vililld x <—4 javililld x> 2. Ip
Funktio /" on vdheneva vililld 4 <x<2. Ip

b) Funktion f maksimikohta on x =—4 ja minimikohta x =2.
2p oikeat kohdat
2p oikeat dédriarvokohtien laadut

Vastaus

a) kasvava vililld x <—4 ja vililld x> 2,
vaheneva vilillda 4 <x <2

b) maksimikohta on x =—4, minimikohta x =2



Taitopuntari 12

Vertaa omaa ratkaisuasi malliratkaisuun ja anna itsellesi pisteet.
Testistd voi saada enintddn 12 pistettd.

Jos saat vihintddn 8 pistettd, olet oppinut tdstd luvusta perustaidot.
Huomaa, ettd tdmd testi ei kerro, onko osaamisesi kiitettivdd tasoa.

Polynomifunktio f(x)= x3 —5x% 4+ 3x+17 saa suljetulla vililld [1, 4]

suurimman ja pienimmaén arvonsa valin padtepisteessa tai vilille
kuuluvassa derivaattafunktion nollakohdassa. Ip

Maidritetddn derivaattafunktio.

f(x)=x3=5x2 +3x+17 Derivoidaan CAS-laskimella.
f'(x)=3x* —10x+3 2p

Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat.

3x2 —10x+3=0 Ratkaistaan CAS-laskimella. Ip
x= % tai x =3 2p
Vain nollakohta x =3 kuuluu vilille [1, 4]. Ip

Lasketaan funktion f arvo vilin paétepisteissd seka vilille
kuuluvassa derivaattafunktion nollakohdassa.
Tallennetaan funktion lauseke

3 2
x)=x>—5x*+3x+17
S () CAS-laskimeen.

f( =16 suurin

f(4)=13 3p
f(3)=8 pienin

Funktion f suurin arvo vililld [1, 4] on 16 japienin arvo 8. 2p
Vastaus

suurin arvo 16, pienin arvo 8



Taitopuntari 13

Vertaa omaa ratkaisuasi malliratkaisuun ja anna itsellesi pisteet.
Testistd voi saada enintddn 12 pistettd.

Jos saat vihintddn 8 pistettd, olet oppinut tdstd luvusta perustaidot.
Huomaa, ettd tdmd testi ei kerro, onko osaamisesi kiitettivdd tasoa.

Merkitdan poisleikattavan nelion sivun pituutta senttimetreind
kirjaimella x. Ip

Laatikon pohja muodostuu keskelle jadvastd nelidsté, jonka

sivun pituus on 30 — 2x. Laatikon korkeus on x. 2p
x
o x

| 30 — 2z I
1 |
| |
:30 = Ly :
| |
| |
] |

x

Muodostetaan funktio, joka ilmaisee laatikon tilavuuden.

V(x) = x- (30 — 2x)- (30 — 2x) Sievennetdin |
Y= ¥ * CAS-laskimella. P

= 4x3 —120x% +900x Ip

Sarmien pituuksien on oltava epanegatiivisia. Pdatellddn tdimén perusteella
funktion V maérittelyehto.

x>0 30—2x>0 Ratkaistaan
x <15 CAS-laskimella. 1p



On 16ydettdva vililtd 0 <x <15 kohta, jossa funktion V' arvo on suurin.
Ip

Maéritelldin CAS-laskimeen funktio ¥ (x) = 4x> —120x2 +900x. Ip

Madritetddn laskimen Max-komennolla valiltd 0 <x <15 kohta,

jossa funktion V arvo on suurin. Ip
Laskin antaa kohdaksi x = 5. Ip
Funktio V' saa suurimman arvonsa kohdassa x = 5. Poisleikattavan
nelidn sivun pituuden tulee olla 5 cm. 2p
Vastaus

5 cm
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